Gliickspilze oder wahre Helden? Stochastik der Wiirfelproben im
Fantasy-Rollenspiel ,,Das Schwarze Auge*

JOSCHA PROCHNO, PASSAU, UND MICHAEL SCHMITZ, FLENSBURG

Zusammenfassung: ,Das Schwarze Auge* ist ein
Pen-und-Paper-Fantasy-Rollenspiel, bei dem eine
Heldengruppe gemeinsam Abenteuer durchlebt. Da-
bei entscheiden hdufig mit Tkosaedern durchgefiihr-
te Wiirfelproben iiber Wohl und Wehe. Christiansen
(2013) befasst sich auf einer Fan-Webseite unter der
Uberschrift ,Der stochastische Albtraum“ mit der
Bestimmung von Erfolgswahrscheinlichkeiten dieser
Proben. Wir wollen hier aufzeigen, dass das verwen-
dete Regelsystem keine Albtrdume hervorrufen muss,
sondern einen schonen Anlass fiir die Beschdftigung
mit elementarer Stochastik bietet. Das Niveau ist un-
seres Erachtens sowohl fiir Schiilerinnen und Schiiler
als auch fiir Lehramtsstudierende zu Beginn ihres
Studiums geeignet, und das Thema ist fiir Lernen-
de, die sich fiir Spiele dieser Art interessieren, sicher-
lich besonders motivierend. Wir betrachten zundchst
ein vereinfachtes System mit zwei anstelle von drei
Wiirfen, das eigentliche Problem losen wir durch
Riickbezug auf diese Vereinfachung. Hierbei kom-
men neben stochastischen Techniken auch geometri-
sche Veranschaulichungen im zwei- und dreidimen-
sionalen Koordinatensystem zum Einsatz. Bei der
Betrachtung eines Optimierungsproblems ergibt sich
ein schoner Bezug zur reellen Analysis.

1 Einleitung

Im Pen-und-Paper-Rollenspiel ,,Das Schwarze Au-
ge“, das in der mittelalterlichen Fantasy-Welt ,,Aven-
turien” spielt, iibernimmt jede Spielerin' die Rolle
einer Heldin. Es gibt ganz unterschiedliche Helden-
typen, wie z.B. Kriegerinnen, Magierinnen, elfische
Waldlduferinnen usw. Im Spiel miissen die Heldin-
nen sich in abenteuerlichen Situationen beweisen. So
kann es sein, dass ein reilender Fluss durchschwom-
men oder eine gefdhrliche Steilwand erklettert wer-
den muss. Ob einer Heldin ein solches Mandver ge-
lingt, hingt vom Wiirfelgliick und von ihren Féhig-
keiten ab. Alle Heldinnen besitzen in den sogenann-
ten Eigenschaften (Mut, Klugheit, Intuition, Cha-
risma, Fingerfertigkeit, Gewandtheit, Konstitution,
Korperkraft) Zahlenwerte aus {1,2,...,20}. Sprech-
weisen wie ,,Meine Heldin hat Mut 13 sind iiblich.
Ein hoherer Wert bedeutet dabei, dass eine Heldin
besser in der betreffenden Eigenschaft ist. Dariiber
hinaus gibt es Zahlenwerte aus {0, 1,..., 18} fiir Fer-

tigkeiten (wie z.B. Klettern, Schwimmen, Reiten,
Tanzen, ...), die in unterschiedlichen Situationen zum
Einsatz kommen. Auch hier sind hohe Werte bes-
ser als niedrige. Bei der Anwendung einer Fertig-
keit wird eine sogenannte Fertigkeitsprobe gewlirfelt.
Hierbei kommt es nicht nur auf den Fertigkeitswert
an, sondern auch darauf, welche der oben genann-
ten Eigenschaften bei der Anwendung der jeweiligen
Fertigkeit eine Rolle spielen. Jede Fertigkeitsprobe
beruht auf den Werten von genau drei Eigenschaften
und dem Fertigkeitswert.

Beispiel Beim Klettern gehen die Eigenschaften
Mut, Gewandtheit und Korperkraft ein, wohinge-
gen es z.B. beim Tanzen auf Klugheit, Charisma
und Gewandtheit ankommt. Jana spielt die elfische
Waldlduferin Lorindel, die einen Steilhang erklettern
mochte. Lorindel besitzt folgende, fiir die erforderli-
che Probe relevanten Eigenschaftswerte: Mut 10, Ge-
wandtheit 14, Korperkraft 9. Thr Fertigkeitswert im
Klettern betriigt 5. Die Fertigkeitsprobe besteht aus
drei Wiirfen mit einem Ikosaeder (20-Fldchner, auch
W20 genannt). Dabei bezieht sich der erste Wurf
auf Mut (der erste Wurf ,,geht auf Mut*), der zwei-
te auf Gewandtheit und der dritte auf Korperkraft.
Man sagt, dass ein ,,Wert eingehalten* wurde, wenn
die gewiirfelte Augenzahl kleiner oder gleich dem
Eigenschaftswert ist. Jana hilt beispielsweise einen
Wurf auf Lorindels Mut bei einer Augenzahl von 1
bis 10 ein. Werden alle drei Eigenschaftswerte ein-
gehalten, so ist die Probe auf jeden Fall gelungen.

Da Lorindel im Klettern einen Fertigkeitswert von
5 besitzt, kann Jana die Probe aber auch bestehen,
wenn sie nicht alle Wiirfe einhilt. Sie darf bei ih-
ren drei Wiirfen ihre Eigenschaften um insgesamt
5 tibertreffen (sie darf ,,5 Punkte verbrauchen).
Wiirfelt sie zum Beispiel eine 12, eine 15 und ei-
ne 7, so hat sie die Probe bestanden, denn sie hat
beim ersten Wurf zwei Punkte verbraucht (,,Sie hat
eine 12 auf Mut 10 gewiirfelt*.), beim zweiten Wurf
einen Punkt verbraucht (,,Sie hat eine 15 auf Ge-
wandtheit 14 gewiirfelt.”) und beim letzten Wurf kei-
nen Punkt verbraucht (,,Sie hat eine 7 auf Korperkraft
9 gewiirfelt, also eingehalten.). Insgesamt hat sie al-
so drei Punkte verbraucht; sie hitte fiinf Punkte ver-
brauchen diirfen.
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Kurz zusammengefasst konnen wir Janas Fertig-
keitsprobe fiir ihre Heldin Lorindel folgenderma-
Ben ausdriicken: Lorindel hat im Klettern 5 Punk-
te auf (10,14,9). Jana hat (12,15,7) gewiirfelt, al-
so 3 Punkte verbraucht; die Probe ist erfolgreich.
Man beachte, dass es nicht méglich ist, durch beson-
ders gute Wiirfe auf einen oder zwei Werte schlechte
Wiirfe auf andere Werte auszugleichen. Wenn Jana
z.B. (2,3,16) wiirfelt, so ist die Probe misslungen,
denn der letzte Wurf (16) geht auf Korperkraft (9).
Sie hat hierbei also 7 Punkte verbraucht. Da hilft es
nichts, dass sie in den ersten beiden Wiirfen deutlich
niedriger gewiirfelt hat als notig; diese Wiirfe gelten
lediglich als eingehalten.

Man beachte aulerdem, dass es bei besonders guten
Werten sein kann, dass auch das schlechtestmogliche
Wiirfelergebnis 20 bei einem einzelnen Wurf noch
nicht zum Misslingen einer Probe fiihrt. Hat eine
Heldin z.B. 8 Fertigkeitspunkte, und die Probe geht
auf (13,15,14), so kann die Probe im ersten Wurf
noch nicht scheitern. Bei einer 20 wiirden lediglich
7 Punkte verbraucht, und es bliebe noch 1 Punkt fiir
die letzten beiden Wiirfe iibrig.

Fiir Ndheres zu den Regeln der aktuellen 5. Editi-
on des Schwarzen Auges konsultiere man Spohr und
Ullrich (2018). Wer dort nachliest, wird feststel-
len, dass es zwei Regelfeinheiten gibt, die wir bisher
nicht erwihnt haben. Die Rede ist vom sogenann-
ten ,Patzer” und vom ,gliicklichen Erfolg*. Erste-
res ist eine Probe, bei der mindestens zwei der drei
Wiirfe eine 20 zeigen. Eine solche gilt unabhingig
davon, wie viele Fertigkeitspunkte verbraucht wur-
den, stets als misslungen; der Heldin unterlduft bei
der versuchten Aktion sogar ein besonderes Miss-
geschick. Eine Probe, bei der mindestens zwei von
drei Wiirfen eine 1 zeigen, ist unabhingig von der
Anzahl der verbrauchten Fertigkeitspunkte als gliick-
licher Erfolg stets gelungen (sogar auferordentlich

gut).

Von den 20° = 8000 moglichen Wiirfelergebnis-
sen sind je 20 von der Form (x,1,1),(1,y,1) oder
(1,1,z). Da wir den Wurf (1, 1, 1) bei jeder dieser Va-
rianten mitgezadhlt haben, gibt es insgesamt 3 - 20 —
2 = 58 Moglichkeiten, einen gliicklichen Erfolg zu
erzielen. Da zudem die meisten dieser Wiirfe sowie-
so zu einer erfolgreichen Probe fithren wiirden, spie-
len gliickliche Erfolge (und auch Patzer) bei der Be-
rechnung von Erfolgswahrscheinlichkeiten eine un-
tergeordnete Rolle, und wir wollen sie daher zur Ver-
einfachung zunéchst aulen vor lassen.

Unter Vernachlédssigung von Patzern und gliicklichen
Erfolgen wenden wir uns nun der zentralen Frage zu:

Wie berechnet sich die Wahrscheinlichkeit fiir das
Bestehen einer Fertigkeitsprobe, wenn eine Heldin
in der betreffenden Fertigkeit k € Ny Punkte auf
(a,b,c) € {1,2,...,20} besitzt?

Um einen besseren Zugang zu bekommen, betrach-
ten wir zundchst eine vereinfachte Variante, in der
die Fertigkeitsprobe durch zweimaliges Wiirfeln auf
zwei Eigenschaftswerte durchgefiihrt wird, d.h. k €
No und (a,b) € {1,2,...,20}2. Wir nennen dies den
,zweidimensionalen Fall“ und betrachten spiter im
,,dreidimensionalen Fall“ Proben nach der tatsichli-
chen Regel, also dreimaliges Wiirfeln auf drei Eigen-
schaftswerte.

2 Der zweidimensionale Fall

Wir wollen hier zunéchst eine Formel fiir die Erfolgs-
wahrscheinlichkeit einer Fertigkeitsprobe auf (a,b)
bei einem Fertigkeitswert k € Ny herleiten. Hierbei
setzen wir a,b € {1,2,...,20} voraus und verwen-
den die Ergebnismenge

Q={(x,y) | x,ye{1,...,20}},

modellieren also die zwei unabhédngigen Wiirfe mit
dem W20 unter Beachtung der Reihenfolge durch
Paare (x,y), wobei x die Augenzahl des ersten und y
die Augenzahl des zweiten Wurfs anzeigt. Offenbar
gilt |Q =20-20 = 400.

Wir {iberlegen uns nun, wie wir das betrachtete Er-
eignis £ =, erfolgreiche Probe* innerhalb dieser Mo-
dellierung beschreiben kénnen. Der einfachste Fall
ist der einer Probe mit Fertigkeitswert k = 0, den wir
zum Warmwerden betrachten wollen. In diesem Fall
muss fiir einen Erfolg der erste Wurf hochstens a und
der zweite Wurf hochstens b zeigen. Das betreffende
Ereignis ist

E={(xy)€Q|x<aundy<b},
und wir erhalten |E| = ab und P(E) = £

Nun wenden wir uns dem allgemeinen Fall £ > 0 zu.
Eine Probe ist erfolgreich, falls wir im ersten Wurf
hochstens k& Punkte und im zweiten Wurf hochs-
tens die verbleibenden Punkte verbrauchen. Dem-
nach gehort ein Paar (x,y) genau dann zum Er-
folgsereignis £, wenn

max{x—a,0} + max{y— 5,0} <k

gilt. Dies ist fiir unsere Berechnungen etwas unhand-
lich und daher formulieren wir geeignet um. Wenn
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wir im ersten Wurf i Punkte mit 0 < i < k verbrau-
chen, so verbleiben fiir den zweiten Wurf noch k — i
Punkte. Ein Paar (x,y) € Q gehort also genau dann
zu E, wenn x < a und y < b+ k gilt (beim ersten
Wurf wurden O Punkte verbraucht), oder wenn eine
ganze Zahl i mit 1 <i < k existiert, so dass x =a+i
und y < b+ k —i gilt (im ersten Wurf wurden genau i
Punkte verbraucht.). Das betrachtete Ereignis ist also

E=EyUE|U...UE,

wobei Eg = {(x,y) € Q | x<aundy < b+k} und
Ei={(x,y) €eQ |x=a+iundy <b+k—i} fir
i=1,...,ksei. Man beachte, dass es sich hierbei um
eine disjunkte Vereinigung handelt.

Als Beispiel betrachten wir eine Probe mit Fertig-
keitswert k = 3 auf (a,b) = (14,12). Dann gilt

Ey = {(x,y)€Q|x<l4undy< 15},
Ei = {(x,y)€Q|x=15undy < 14},
E, = {(xy)€Q|x=16undy<13},
E; = {(xy)€Q|x=17undy< 12},

und E = EgUE| UE, UE3. Wir erhalten aufgrund der
Disjunktheit der Teilereignisse, dass

|E| = |Eo|+|E1|+ |E2| + |E5]

14-15+4+14413 412 =249,

und folglich P(E) = %. Unsere Uberlegungen las-
sen sich gut veranschaulichen. Wir identifizieren je-
des Element (x,y) € Q mit dem 1 x 1-Kistchen im
Koordinatensystem, dessen rechte obere Ecke der
Punkt P(x|y) ist. Die Ergebnismenge Q ist dann ei-
ne quadratische Flidche aus 20-20 = 400 Késtchen
und das Ereignis E lésst sich als Teilflache davon dar-
stellen. In Abb. 1 sind Ej schraffiert und E1,E», E3
ungefiillt dargestellt.”> Wir erkennen anhand der Ver-
anschaulichung auBlerdem, dass sich der Rechenweg
vereinfachen ldsst. Wir konnen einfach den Flidchen-
inhalt des Rechtecks mit den Seitenldngen a+k =17
und b + k = 15 berechnen und den Fldcheninhalt
14243 = 6 des doppelt schraffierten ,,Dreiecks™ da-
von subtrahieren; in der Tat gilt 17-15 — 6 =249. Ab-
bildungen dieser Art werden auch im weiteren Ver-
lauf hilfreich sein.

20
19
18
17
16

14
13

"
10
9

8
7
6
5
4
3
2
1
0

12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 {7 18 19 20 21 22 23

Abb. 1: E als Teilmenge von Q im Koordinatensystem
(Ey schraffiert, Ey, E», E3 ungefiillt).

Wir kdnnen auch im Allgemeinen nach dem im Bei-
spiel illustrierten Ansatz vorgehen, diirfen beim Be-
stimmen der Michtigkeit von E aber die Bedingung
(x,y) € Q, also x,y < 20, nicht vergessen. Im betrach-
teten Beispiel war diese automatisch erfiillt, da so-
wohl a + k als auch b + k nicht groBer als 20 waren.
Hitten wir eine Probe mit Fertigkeitswert k = 10 auf
(a,b) = (15,12) betrachtet, so hitten wir bedenken
miissen, dass z.B. (x,y) = (13,22) nicht zu E gehort.
Es gilt zwar x < @ und y < b+ k, aber wegen y > 20
gilt (x,y) ¢ Q. Anschaulich handelt es sich um ein
Kistchen, das nicht im betrachteten 20 x 20-Quadrat
liegt. Um den Uberblick zu behalten, unterscheiden
wir vier Fille und beginnen mit dem einfachsten.

Fall 1: a+k <20 und b+ k <20. In diesem Fall
konnen wir analog zum oben betrachteten Beispiel
vorgehen, weil es keine Paare (x,y) gibt, fiir die zwar
x=a+iund y < b+k—ifir ein i € {0,...,k}
gilt, obwohl (x,y) & Q ist. Anhand von Abb. 1 er-
kennen wir leicht, dass der Fldacheninhalt des dop-
pelt schraffierten ,,.Dreiecks™ im Allgemeinen gleich

1424+...+k= @istz’, so dass wir

E| = (a+k)(b+k)—k(kT+l)
= ab+(a+b)k+k2—k(k+l)
= ab+(a+b)k+k(k2_1),

bzw.

P(E):ab+(a+b)k—k(k—l)/2

400




erhalten. Auch ohne die Veranschaulichung in Abb. 1
lasst sich die Kardinalitit der Menge E leicht
elementar-kombinatorisch bestimmen. In unserem
Fall besteht die Menge Ej aus allen Paaren (x,y) mit
x<aund y<b+k dh xe{l,....a} und y €
{1,...,b+k}, und |Eo| = [{1,...,a}|-|{1,....0+
k}| =a-(b+k). Weiter gilt fiir jedes i € {1,...,k},
dass E; aus allen Paaren (x,y) mitx =a+iund y <
b+k—ibesteht,dh.x € {a+i}undye {l,....b+

— i}, und damit |E;| = [{a+i}| - [{1,....b+k—
i}| =1-(b+k—i). Damit erhalten wir

k

|Eo| + Y |Ei|

i=1

= a(b+k)+

E] =

(b+k—1i)

M»

I
—_

= alb+k)+k(b+k)—
1

k(k+1)

i

-

= (a+k)(b+k) -

D4

Fall 2: a+k > 20und b+ k <20. In diesem Fall
ragt das Rechteck mit den Seitenldngen a + k und
b+ k rechts aus dem Quadrat mit der Seitenlédnge 20
heraus (siehe Abb. 2).
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Abb. 2: Fiira =16,k =7 gilt a+ k > 20.

Die Michtigkeit von E ergibt sich nun als Flachenin-
halt des Rechtecks mit den Seitenldngen b+ k und 20
vermindert um den Fldcheninhalt des doppelt schraf-
fierten ,.Dreiecks™. Dieser betrdagt 1 +2+4 ...+ 5 =

@ mit s = 20 — a und wir erhalten

(20—a)(21 —a)

> .
Auch hier konnen wir wieder -elementar-
kombinatorisch argumentieren. Wihrend die Kar-
dinalitét von Ey unverindert a(b + k) ist, gilt es im

|E| = 20(b +k) —

Vergleich zu obigem Argument lediglich zu beach-
ten, dass wegen a + k > 20 gilt, dass x = a + i nur
fiir die i € {1,...,k} gelten kann, fiir die a +i < 20
ist. Letzteres ist dquivalent zu i < 20 — a. Fiir alle
i >20—aist E; = 0. Definieren wir nun s := 20 —a,
so folgt entsprechend unserer Rechnung im Fall 1,
dass

k

E] = [Eol+ Z |Eil

= a(b+k) +Z|Ey+ Z 0|

i=s+1

= a(b+k)+Z(b+k—i)
i=1

= a(b+k)+s(b+k)— Zz

= 2004k -0
(20—a)(21 —a)

= 20(b+k)— 5

Fall 3: a+k <20und b+ k > 20. In diesem Fall
ragt das Rechteck mit den Seitenlédngen ¢+ k und b+
k oben aus dem Quadrat mit der Seitenldnge 20 her-
aus, und wir erhalten analog zum zweiten Fall (auch
die elementar-kombinatorischen Uberlegungen ver-
laufen analog zum zweiten Fall).

(20— b)(21—b)

|E| =20(a+k)— >

Fall 4: a+k > 20 und b+ k > 20. In diesem Fall
ragt das Rechteck mit den Seitenldngen a + k und
b+ k sowohl rechts also auch oben aus dem Quadrat
mit der Seitenlinge 20 heraus (siehe Abb. 3).
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Abb.3:a+k>20und b+k > 20




Es gilt offenbar |E| = 400 — w Um s zu be-
stimmen, miissen wir herausfinden, an welcher Stelle
der Graph der linearen Funktion g durch die Punk-
te A und B die Gerade mit der Gleichung y = 20
schneidet (vgl. Abb. 3). Der Funktionsterm von g
besitzt offenbar die Form g(x) = —x+m. Um m zu
bestimmen, setzen wir die Koordinaten des Punktes
A(a|b+ k) in die Funktionsgleichung ein und erhal-
ten b+k=g(a) = —a+mbzw. m=a-+b+k. Also
gilt g(x) = —x+a+ b+ k. Nun erhalten wir

g(x) =20 x=a+b+k—20,
und daraus folgt
§s=20—(a+b+k—20)=40—(a+b+k).

Diese Rechnung ist natiirlich nur sinnvoll, falls 40 —
(a+k~+20) > 0 ist. Tatsdchlich gilt P(E) < 1 genau
dann, wenn 40 — (a + b+ k) > 0 ist. Falls ndmlich
40 — (a+b+k) < 0 ist, so gelingt die Fertigkeits-
probe immer. Um dies einzusehen, stellen wir uns
vor, dass wir im ersten Wurf so schlecht wie moglich,
namlich eine 20, wiirfeln. Wenn wir mit diesem Wurf
i > 0 Punkte verbraucht haben, gilt 20 = a + i, und
damit die Probe gelingt, diirfen wir im zweiten Wurf
hochstens k — i Punkte verbrauchen. Bezeichnen wir
das Ergebnis des zweiten Wurfs mit y, so muss zum
Gelingen der Probe y < b+ k — i gelten. Wegen y <
20 reicht es zu zeigen, dass 20 < b+ k —i ist. In der
Tat gilt

20<b+k—i
20— (b+k—i) <0

20— (a+i)+20— (b+k—i) <0
——

=0
& 40— (a+b+k)<O0.

T 0

Also gilt

(E| = 400 — s(s+1)
2 )

wobei s = max{40 — (a+b+k),0} sei.

Zusammenfassung der vier Fialle Wir haben bis-
her herausgearbeitet, dass |E| = h(a, b, k) gilt, wobei
h(a,b,k) gegeben ist durch:

ab+ (a+b)k+ 1 fiir k < min{20 —a,20 - b},
20(b + k) — B fiir 20 — g < k <20 - b,
20(a+ k) — B2 fiir 00— p < k <20 a,
400 — 24t fiir k > max{20 — a,20 — b},

wobei s = max{40 — (a+b+k),0} sei. Wir wollen
uns klarmachen, dass dies folgendermal3en zusam-
mengefasst werden kann:

s(s+1)
2

h(a,b,k) = ab+am; 4+ bmy +mymy — , (D

wobei m; = min{k,20—b},my = min{k,20 —a}, so-
wie s = max{40 — (a+b+k),0}, falls k > max{20 —
a,20—b},und s = min{k,20 —a,20 — b} andernfalls.

Im ersten Fall (k < min{20 — a,20 — b}) gilt m| =
my = s = k, also

1
ab+am1+bm2+m1m2—s(s;— )
k(k+1
= ab+(a+bk+k — (k+1)
= h(a,b,k).

Im zweiten Fall (20 —a < k <20—b) gilt m; = kund
my = s = 20 — a. Wir erhalten

s(s+1)

ab+ amy + bmy +mymy — 7

= ab+ak+b(20—a)
(20—a)(21 —a)
2

+k(20—a) —
— h(a,b,k).

Der dritte Fall ist analog zum zweiten Fall und im
vierten Fall (k > max{20 — a,20 — b}) gilt m; =
20—a,m =20—aund s = max{40 — (a+b+k),0}.
Einsetzen liefert auch hier das gewiinschte Ergebnis.

Ob Formel (1) wirklich einen groen Zugewinn lie-
fert, sei dahingestellt. Auf jeden Fall eignen sich
sowohl diese Formel als auch die Darstellung von
h(a,b,k) mithilfe einer Fallunterscheidung gut zum
Bestimmen von Hiufigkeiten bzw. Wahrscheinlich-
keiten mit Hilfe des Computers, aber weniger gut
fiir Rechnungen von Hand. Ein Excel-Arbeitsblatt,
in dem man a,b angeben kann und h(a,b,k) bzw.
pla,b,k) := h(a,b,k)/400 ausgegeben wird, ist nun
leicht erstellt (siche Abb. 4). Ebenfalls mit Excel
wurde Abb. 5 erstellt, in der p(11,13,k) gegen k auf-
getragen ist.




A A B G D E F

1

2

3 4

4 1

5

6 k m_1 m_2 s hia,bk) pla,bk)

7 0 0 0 0 143 0,3575
8 1 1 1 1 167 0,4175
9 2 2 2 2 192 0,48
10 3 3 3 3 218 0,545
11 4 4 4 4 245 0,6125
12 5 5 5 5 273 0,6825
13 6 6 6 6 302 0,755
14 7 7 7 7 332 0,83
a5 8 7 8 7 352 0,88
16 9 7 9 7 372 0,93
17 10 7 9 6 379 0,9475
18 11 7 9 5 385 0,9625
19 12 7 9 4 390 0,975
20 13 7 9| 3 394 0,985
21 14 7 9 2 397 0,9925
22| 15 7 9| 1 399 0,9975
23 16, 7 9| 0 400 1
24 17 7 9 0 400 1
25 18 7 9 0 400 1

Abb. 4: Excel-Arbeitsblatt zur Bestimmung von h(a, b, k)
bzw. p(a,b,k)
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Abb. 5: Erfolgswahrscheinlichkeiten einer Probe auf
(a,b) = (11,13) mit einem Fertigkeitswert von
k=0,1,...,18 Punkten.
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3 Der dreidimensionale Fall

Nun wollen wir uns der urspriinglich gestellten Frage
widmen, also der nach der Erfolgswahrscheinlichkeit
einer Fertigkeitsprobe mit drei Wiirfen auf (a,b,c)
und einem Fertigkeitswert &k € Ng. Wir setzen hier-
bei a,b,c € {1,...,20} voraus. Als Ergebnismenge
verwenden wir analog zum zweidimensionalen Fall

Q = {(x»2)lxyze{l,...,20}}
= {1,...,20},

modellieren das dreimalige Wiirfeln eines W20 unter
Beachtung der Reihenfolge also durch Tripel (x,y,z),
wobei x die Augenzahl des ersten, y die des zweiten
und z die des dritten Wurfes darstellt. Offenbar gilt
nun |Q| = 20° = 8000. Von nun an bezeichnen wir
das Ereignis, mit drei Wiirfen eine erfolgreiche Pro-
be abzulegen, mit E. Wie im zweidimensionalen Fall

ist der Fall einer Probe mit k = O Fertigkeitspunkten
der einfachste, den wir vorab kurz kldren wollen. In
diesem Fall gilt

E={(x,y.z) |x<a,y<b, z<c},

_ _ abe
also |[E| = abc und P(E) = g5

Nun wenden wir uns dem allgemeinen Fall £ > 0 zu.
Wir kénnen Q und £ nun in einem dreidimensionalen
Koordinatensystem veranschaulichen. Hierbei hat Q
die Gestalt eines Wiirfels, und im Falle von k = 0
Fertigkeitspunkten besitzt £ die Form eines Quaders
mit den Kantenléngen a, b und c. Fiir k > 0 ist die Ge-
stalt von E etwas komplizierter, aber grundsétzlich
ein dreidimensionales Analogon zum im zweidimen-
sionalen Fall betrachteten Rechteck, ,,von dem ein
Dreieck abgeschnitten wurde.” Die in Abb. 6 gezeig-
te schone Visualisierung stammt von der Webseite
von Miiller-Kalthoff (2017), der ein praktisches Tool
zur Berechnung von Erfolgswahrscheinlichkeiten bei
Fertigkeitsproben zur Verfiigung stellt.* Fiir dieses
Tool wird iibrigens ein Brute-Force-Ansatz verwen-
det, der einfach fiir alle Tripel (x,y,z) € Q priift,
ob die Probe bestanden ist. Das ist genau dann der
Fall, wenn max{x—a,0} + max{x—b,0} + max{x—
¢,0} < k ist (wenn man gliickliche Erfolge und Pat-
zer aullen vor lésst).

Ein Quelltext zur Bestimmung von |E| mit diesem
Ansatz ist leicht erstellt und auf Nachfrage vom
zweiten Autor zu erhalten. Will man bei einem sol-
chen Ansatz auch gliickliche Erfolge und Patzer
beriicksichtigen, so kann man einfach zusétzlich ab-
fragen, ob x+y =40 bzw. x+z =40 bzw. y+z =40
und ob x+y=2bzw. x+z =2 bzw. y+z =2 gilt.
Ein entsprechender Quelltext ist ebenfalls vom zwei-
ten Autor zu erhalten.

Abb. 6: Visualisierung von Q und E auf der Webseite von
Miiller-Kalthoff (2017)




Wir konnten nun dhnlich wie im zweidimensionalen
Fall vorgehen, und das Volumen des grauen Gebildes
bestimmen, um die Méchtigkeit von E zu berechnen.
Dies wiirde allerdings etwas komplizierter werden,
da die grundsitzliche Form von E davon abhingig
ist, welche der Werte a + k, b+ k, c + k groBer als 20
sind. Wir gehen daher anders vor und nutzen unse-
re Ergebnisse aus dem zweidimensionalen Fall. Um
Bezeichnungskonflikte zu vermeiden, schreiben wir
von nun an E;(a, b, k) fiir das oben betrachtete Ereig-
nis einer erfolgreichen Probe mit zwei Wiirfen auf
(a,b) bei einem Fertigkeitswert von k.

Stehen bei einer Probe mit drei Wiirfen auf (a,b,c)
insgesamt k£ Punkte zur Verfiigung, und werden im
ersten Wurf keine Punkte verbraucht, so stellen die
letzten beiden Wiirfe eine Probe auf (b,c) mit einem
Fertigkeitswert von k dar. Wir bezeichnen dieses Tei-
lereignis mit Ey und kennen seine Méchtigkeit, denn
es gilt

also |Eo| = a- |E2(b,c,k)| = a-h(b,c,k). Werden im
ersten Wurf i Punkte verbraucht, so stellen die letzten
beiden Wiirfe eine Probe auf (b,c) mit k — i Fertig-
keitspunkten dar. Fiir i > 1 sei daher

Ei={(x,y,2) €Q|x=a+i, (y,2) € E2(b,c,k—1i)}.

Es gilt |E;| = |E2(b,c,k—i)| = h(b,c,k—1i) fir 1 <
i < k. Da wir im ersten Wurf hochstens k aber auch
nicht mehr als 20 — a Punkte verbrauchen konnen,
gilt

E=FEyUE | U...UE,,

wobei n = max{k,20 — a} sei. Da es sich um eine
disjunkte Vereinigung handelt, erhalten wir

|[E| = |Eo|+|Ei|+...+|Ex]
n
= a-h(b,c,k)+ Y h(b,c.k—1i),
i=1
bzw.
P<E):a-h(bac,k)+Z?:1h(b,c,k—i).
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Erneut handelt es sich um eine Formel, die fiir Be-
rechnungen per Hand weniger geeignet ist, aber gut
mit dem Computer verarbeitet werden kann. Die fol-
gende Abb. 7 wurde mithilfe von SageMath’ erzeugt.
Der Quelltext findet sich im Anhang.

0.8+
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10 15
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N

Abb. 7: Erfolgswahrscheinlichkeiten einer Probe auf
(a,b,c) = (10,11,12) mit einem Fertigkeitswert
von k=0,1,...,18 Punkten.

Wir wollen noch anhand eines Beispiels verdeutli-
chen, wie gering der Einfluss der Regelfeinheiten
wglicklicher Erfolg” (mindestens zwei Einsen sind
automatischer Erfolg) und ,,Patzer”* (mindestens zwei
Zwanzigen sind automatischer Misserfolg) auf die
Erfolgswahrscheinlichkeit ist. Dazu betrachten wir
eine Probe auf (11,12,13) bei einem Fertigkeits-
wert von k = 5. Werden mindestens zwei Zwanzi-
gen geworfen, so wire die Probe ohnehin misslun-
gen; Patzer haben in diesem Beispiel also keinen Ein-
fluss. Nun betrachten wir noch gliickliche Erfolge,
zihlen also wie viele Wiirfel-Ergebnisse mit mindes-
tens zwei Einsen es gibt, die normalerweise miss-
lungen wiren. Dies sind die folgenden Ergebnisse:
(1,1,19), (1,1,20), (1,18,1), (1,19,1), (1,20,1),
(1,1,17), (1,1,18), (1,1,19), (1,1,20).

Nach unserer Formel, die diese neun Ergebnisse
nicht mitzdhlt, ergibt sich |[E| = 4241, also P(E) =
4241/8000 = 53,0125%. Der korrekte Wert unter
Einbeziehung der gliicklichen Erfolge wire P(E) =
4250/8000 = 53,125%. Der Einfluss von gliickli-
chen Erfolgen und Patzern ist also in der Tat sehr
gering.

4 Alles auf eine Karte?

Durch das Bestehen von Abenteuern verdienen
Heldinnen Abenteuerpunkte. Diese konnen sie in-
vestieren, um Eigenschaftswerte zu erhdhen: Die
Erhohung eines bestimmten Eigenschaftswertes um
1 kostet eine bestimmte Anzahl an Abenteuerpunk-
ten. Da diese nicht im Uberfluss vorhanden sind,
konnen die Spielerinnen nicht alle Eigenschaftswer-
te erhdhen, sondern stehen hdufig vor der Entschei-
dung, welchen Wert sie zu einem bestimmten Zeit-
punkt zur Erhohung auswiéhlen. Im Laufe der Zeit
stellt sich die Frage, ob sie alles auf eine Karte set-




zen, d.h. zunichst eine der acht Eigenschaften beson-
ders gut ausbilden sollten, um die Chancen einer er-
folgreichen Probe zu erhohen. Oder sollten sie lie-
ber ausgeglichene Eigenschaftswerte anstreben? Wir
wollen diese Fragestellung zunéchst im zweidimen-
sionalen Fall analysieren.

Wir wollen kldren, wann bei gegebener Eigenschafts-
summe s = a + b bei Proben auf (a,b) die Wahr-
scheinlichkeit fiir eine erfolgreiche Probe hoher ist:
Wenn die Eigenschaftswerte gestreut sind (etwa a =
7und b =15, s =7+ 15 = 22) oder wenn die Ei-
genschaftswerte gleichméfig verteilt sind (also a =
b=s/2=11,s=22). Dabei setzen wir voraus, dass
stets die gleiche Zahl k € {0,1,...,18} an Fertig-
keitspunkten zur Verfiigung steht.

Die Betrachtung konkreter Beispiele (und vermut-
lich auch das ,,stochastische Bauchgefiihl*) legen na-
he, dass eine moglichst gleichméBige Verteilung der
Eigenschaftswerte optimal ist. Wir wollen also zei-
gen, dass bei vorgegebenem s € N die Erfolgswahr-
scheinlichkeit fiir eine Probe auf ([s/2], [s/2]) stets
mindestens so grof} ist wie die fiir eine Probe auf
(a,b) mit a + b = s. Hierbei sei |s/2| die grofte
ganze Zahl, die kleiner gleich s/2 ist, und [s/2] sei
die kleinste ganze Zahl, die groBer gleich s/2 ist.
Falls s gerade ist, gilt |s/2] = [s/2]| = s/2, und falls
s ungerade ist, gilt [s/2] = 5! und [s/2] = <.
Wir betrachten ab jetzt nur noch a,b € {1,2,...,20}
mit a + b = s. Daher gilt stets b = s — a, und wir
notieren das Ereignis einer erfolgreiche Probe auf
(a,b) = (a,s — a) mit k Fertigkeitspunkten wie oben
als Ex(a,b,k) = Ex(a,s — a,k).

Wir wissen bereits, wie sich die Méchtigkeit von
E>(a,s — a,k) anschaulich bestimmen lésst. Es han-
delt sich um den Flidcheninhalt der Schnittfliche des
Quadrats Q, das von den Koordinatenachsen und den
Geraden mit den Gleichungen x = 20 und y = 20 be-
grenzt wird, und des Vielecks Vi (a), das von den Ko-
ordinatenachsen und den Geraden mit den Gleichun-
genx=a+k,y=s—a+kund g(x) = —x+s+k
(vgl. g(x) = —x+ b+ k in Fall 4 in Abschnitt 2) be-
grenzt wird.® (vgl. Abb. 8) Wir haben also zu zeigen,
dass

F(Vi([s/2])N Q) = F(Vi(a)N Q)

fiir alle @ € {1,...,20} und k € Ny gilt, wobei F(-)
den Flicheninhalt bezeichne.

\‘\ glr)=-x+s+k

20 ]

Abb. 8: Q ist grau und Vi (a) ist doppelt schraffiert darge-
stellt (hier s =25,a =17,k = 6).

Dazu zeigen wir zunichst, dass F(Vi([s/2])) >
F(Vi(a)) stets erfiillt ist. Wir haben uns bereits oben
klargemacht, dass Vi(a) ein Rechteck mit den Kan-
tenldngen a + k bzw. s — a + k ist, von dem ein Drei-
eck mit dem Flidcheninhalt @ entfernt wurde. Da-
her reicht es zu zeigen, dass das Rechteck mit den
Kantenldngen [s/2] +k und |s/2] + k unter allen
Rechtecken mit den Kantenléngen a+k und s —a+k
den maximalen Flicheninhalt besitzt.” Wegen

(a+k)(s—a+k)<(d+k)(s—d+k)
& a(s—a)+sk+k <d(s—d)+sk+k
& a(s—a)<d(s—d)

reicht es zu zeigen, dass [s/2](s— [s/2]) > a(s —a)
fiir alle a € {1,...,20} gilt. Dazu betrachten wir die
reelle Funktion f mit f(x) = x(s — x), deren Graph
eine nach unten geodffnete Parabel mit den Nullstel-
len x; = 0 und x; = s ist. Daher nimmt f sein absolu-
tes Maximum an der Scheitelstelle %(xl +Xx2) =5 an.
Fiir gerades s erhalten wir damit sofort f ([s/2]) =
f(s/2) > f(a) fiir alle a. Ist s ungerade, so folgt auf-
grund der Symmetrie der Parabel

s =r(*5) =1 (50) 2 @

fiir alle a € {1,...,20}, weil zwischen 5! und 1
keine natiirliche Zahl liegt.

Nun konnen wir 0.B.d.A. voraussetzen, dass a >
[s/2] ist, da wir sonst die folgende Argumentati-
on auf s — a anstelle von a anwenden konnten. Falls

Vi([s/2]) C Q gilt, folgt
F(Vi([s/21)NnQ)

F(Vi([s/21))
F(Vi(a))
F(Vk(a) N Q)7
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und wir sind fertig.




Falls Vi([s/2]) € Q, so ragt Vi([s/2]) rechts aus
O heraus, weil es mindestens so breit wie hoch ist,
denn [s/2]+k > |s/2] +k=s—[s/2] + k. Wegen
a > [s/2] ragt dann auch Vi(a) rechts aus Q heraus
(vgl. Abb. 9).
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Abb. 9: Vi([s/2]) ist einfach und Vi (a) ist doppelt schraf-
fiert (hier s = 25, [s/2] = 13,a =17,k =38).

Wegen s —a <s— [s/2] <s—|s/2] ist Vx(a) weni-
ger hoch als Vi ([s/2]). Beachten wir zudem, dass die
rechte obere Begrenzung der beiden Vielecke durch
g(x) = —x+ s+ k nicht von deren Breite abhingig
ist, so erhalten wir, dass in diesem Fall

Vila)NQ CVi([s/2])NQ

gilt (vgl. Abb. 9). Damit folgt direkt F (Vi (a) N Q) <
F(Vi([s/2])N Q).

Damit ist der zweidimensionale Fall abgehandelt. Im
dreidimensionalen Fall fiihrt eine analoge Uberle-
gung (in der die Rolle der Rechtecke von Quadern
iibernommen wird) zum selben Ergebnis, ndmlich,
dass bei gegebener Eigenschaftssumme s =a+b+c¢
die Erfolgswahrscheinlichkeit fiir eine Probe mit k&
Punkten auf (a,b,c) bei moglichst gleichmiBiger
Verteilung von s auf die drei Werte® maximal ist.

5 Weitere Fragestellungen

Eine Variation der untersuchten Fragestellung, ist
folgende: Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit ei-
ner erfolgreichen Probe, wenn ,gute Wiirfe die
»Sschlechten ausgleichen konnen? Dies kann mit
oder ohne einen Fertigkeitswert k € {0,...,18} un-
tersucht werden. Natiirlich konnten auch negative
Fertigkeitswerte k zugelassen werden, die dann fiir
eine erfolgreiche Probe durch ,.gute” Wiirfe ausge-
glichen werden miissen. Tatsédchlich gibt es nach dem
Regelwerk der 3. Edition des Schwarzen Auges auch

negative Fertigkeitswerte, in der aktuellen 5. Edition
ist das nicht mehr der Fall. Eine ebenfalls interessan-
te weiterfilhrende Fragestellung bezieht sich auf eine
weitere Regeldnderung der 5. Edition. Diese hat mit
sogenannten erschwerten bzw. erleichterten Proben
zu tun. Natiirlich sind nicht alle Aktionen, die man
auf Grundlage einer Fertigkeit ausfiihren mdochte,
vergleichbar schwierig. Es ist z.B. einfacher, einen
Hiigel zu erklettern als eine Steilwand. Im ersten Fall
wire eine Kletternprobe erleichtert, im zweiten Fall
erschwert. Nach altem Regelsystem bedeutete die Er-
schwerung einer Probe um ¢ Punkte, dass man bei
einem Fertigkeitswert von k nur noch k — ¢ (ggf. ne-
gativ) anstelle von k Punkten zur Verfiigung hatte.
Nach den aktuellen Regeln der 5. Edition bedeutet
eine Erschwerung um ¢ Punkte, dass man anstatt die
Probe auf seine FEigenschaftswerte a, b, c abzulegen,
eine Probe auf (a — ¢,b — {,c — ) ablegen muss. Er-
leichterte Proben gehen analog mit einer Vergrofe-
rung des Fertigkeitswert bzw. mit einer Erhohung der
Eigenschaftswerte fiir die betreffende Probe einher.
In diesem Zusammenhang sind weitere interessante
stochastische Fragestellungen denkbar, etwa wie sich
diese Regeldnderung im Detail auf die Erfolgswahr-
scheinlichkeiten auswirkt’.

Da die hier vorgestellte Herleitung einer exakten
Losung der Fragestellung (zumindest fiir die Schu-
le) doch recht aufwindig ist, wollen wir abschlieBend
noch aufzeigen, wie man in dieser Modellierung
auf verstindliche Weise die Giite einfacher Nihe-
rungen vergleichen kann. Zur Einfachheit gehen wir
dazu noch einmal auf den zweidimensionalen Fall
zuriick, betrachten also beispielsweise eine Probe
auf (11,13) mit Fertigkeitswert k = 1. Man konn-
te die Schiilerinnen und Schiiler nun zu folgendem
Streitgespriach Stellung nehmen lassen: Lisa sagt:
,Da wir den einen Fertigkeitspunkt beim ersten oder
zweiten Wurf verbrauchen diirfen ist 12 - 14/400
ein guter Naherungswert fiir die Erfolgswahrschein-
lichkeit der Probe.” Max entgegnet: ,.Nein! Da wir
insgesamt nur einen Fertigkeitspunkt verbrauchen
diirfen, wiren 12-13/400 oder 11 - 14/400 bessere
Néherungswerte fiir die Erfolgswahrscheinlichkeit.
Es ldsst sich anhand einer Zeichnung derselben Art
wie Abb. 1 auch ohne Rechnungen gut verstehen,
dass die von Lisa vorgeschlagene Nédherung die bes-
sere ist. Bei dieser verwenden wir nimlich das ganze
(a+k) x (b+k)-Rechteck anstelle von E, welches ja
durch ,,Abschneiden der rechten oberen Ecke die-
ses Rechtecks entsteht. Im hier betrachteten Beispiel
(k = 1) wird nur ein einziges Késtchen von diesem
Rechteck abgeschnitten. Verwendet man hingegen
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eine der von Max vorgeschlagenen Niherungen, so
reduziert man das Rechteck mit der abgeschnittenen
Ecke um eine ganze Zeile bzw. Spalte. Die Uberle-
gung ldsst sich gut auf den dreidimensionalen Fall
tibertragen, so dass z.B. 12-13-14/8000 eine besse-
re Néherung fiir eine Probe mit k = 1 auf (11,12,13)
ist als etwa 12-12-13/8000. Weitere Fragestellun-
gen dieser Art beziiglich Nidherungen und Schétzun-
gen von Wahrscheinlichkeiten bieten sich an, wenn
der Komplexititsgrad der exakten Herleitung fiir die
Lerngruppe zu hoch erscheint.

6 Anhang

Es folgt ein Quelltext zur Bestimmung von Erfolgs-
wahrscheinlichkeiten und zur Erzeugung von Grafi-
ken wie in Abb. 7.

In [1]: |# h(a,b,k)=]E_2(a,b,k)| definieren
def h(a,b,k):
ml=min(k,28-b)
m2=min(k,28-a)
if k>max(20-a,20-b):
s=max (40-(a+b+k),e)
else:
s=min(k,20-a,20-b)
return a*b+a*ml+b*m2+ml*m2-s*(s+1)/2
# H(a,b,c,k) gibt die Michtigkeit des Ereignisses
# "erfolgreiche Probe” bei drei Wirfen auf (a,b,c)
# bei k Fertigkeitspunkten an
def H(a,b,c,k):
n=min(k,2@-a)
return a*h(b,c,k)+sum(h(b,c,k-i) for i in range{l,n+1))
# P(a,b,c,k) gibt die entsprechende Wahrscheinlichkeit an
def P(a,b,c,k):
return H(a,b,c,k)/8060

In [2]: | # Beispiel: Erfolgswahrscheinlichkeit einer Probe auf
# (12,14,9) bei k=3 Fertigkeitspunkten

P(12,14,9,3)

Out[2]: 353/1000

In [4]: | # Befehl zum Erzeugen des Sdulendiagramms aus Abb. 7

bar_chart([P(10,11,12,k) for k in range(©,19)],width=0.3,
ymin=0,ymax=1,gridlines=[[],[0,0.1,0.2,..,1]])

Abb. 10: Bestimmung der Erfolgswahrscheinlichkeit ei-
ner Probe auf (a,b,c) mit k Fertigkeitspunkten

Weitere SageMath-Quelltexte, etwa zur Brute-Force-
Bestimmung von |E| im dreidimensionalen Fall (mit
und ohne Beriicksichtigung von gliicklichen Erfol-
gen und Patzern) und zur Erstellung von Grafiken
wie in Abb. 6, sind auf Nachfrage vom zweiten Autor
zu erhalten.
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Anmerkungen

1Zur besseren Lesbarkeit verwenden wir ausschlieBlich
weibliche Formen, meinen aber stets alle Geschlechter.

2Das Ereignis aus dem oben betrachteten einfachsten Fall
k = 0 besitzt in dieser Visualisierung die Gestalt eines Rechtecks
mit den Kantenldngen a und b.

3Diese Identitiit ist auch als GauB’sche Summenformel be-
kannt.

“Die aus dem Gebilde herausragenden, lings der Koordina-
tenachsen verlaufenden ,,.Balken™ stellen Ergebnisse der Form
(x,1,1),(1,y,1) und (1,1,z) dar. Durch diese wird die oben
erlduterte Regelfeinheit des ,.gliicklichen Erfolgs™ beriicksich-
tigt, die wir auflen vor lassen.

5SageMath (https://www.sagemath.org) ist ei-
ne auf der Programmiersprache Python (https://www.
python. org) basierende, sehr gute und kostenfreie Alterna-
tive zu gingigen Programmen wie Maple, Mathematica, etc.

5Genauer miisste man sagen, dass das Vieleck von den ge-
nannten Geraden und von einem treppenformigen Streckenzug,
der durch die Gerade g eindeutig bestimmt ist, begrenzt wird.

"Mann konnte dies als bekannt voraussetzen, denn das Qua-
drat maximiert unter allen Rechtecken mit gegebenem Umfang
den Fldcheninhalt. Wir wollen dies hier der Vollstidndigkeit hal-
ber aber noch einmal zeigen.

8Fallss=0 (mod 3),sowihlea=b=c=s/3.Fallss=1
(mod 3), so wihle a = [s/3| +1und b=c = [s/3]. Falls s =2
(mod 3), so wihlea =b = |s/3] 4+ 1 und ¢ = |s/3].

90ffenbar bewirkt eine Erschwerung um ¢ Punkte nach neu-
em System im Allgemeinen eine stirkere Reduzierung der Er-
folgswahrscheinlichkeit als nach altem System.
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